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ТЕМПЕРАТУРНЕ ПОЛЕ У ПЛАСТИНІ З ЛОКАЛЬНИМ НАГРІВАННЯМ 
Розроблено математичні моделі аналізу температурних режимів у ізотропній пластині, яка нагрівається локально 
зосередженими джерелами тепла. Для цього теплоактивні зони пластини описано з використанням теорії узагальнених 
функцій. З огляду на це рівняння теплопровідності та крайові умови містять сингулярні праві частини. Для розв'язуван-
ня крайових задач теплопровідності, що містять ці рівняння та крайові умови на межових поверхнях пластини, викорис-
тано інтегральне перетворення Фур'є і внаслідок отримано аналітичні розв'язки задач у зображеннях. До цих розв'язків 
застосовано обернене інтегральне перетворення Фур'є, яке дало змогу отримати остаточні аналітичні розв'язки вихідних 
задач. Отримані аналітичні розв'язки подано у вигляді невласних збіжних інтегралів. За методом Ньютона (трьох вось-
мих) отримано числові значення цих інтегралів з певною точністю для заданих значень товщини пластини, просторових 
координат, питомої потужності джерел тепла, коефіцієнта теплопровідності конструкційного матеріалу пластини та ши-
рини теплоактивної зони. Матеріалом пластини є кремній та германій. Для визначення числових значень температури в 
наведеній конструкції, а також аналізу теплообмінних процесів у середині пластини, зумовлених нагріванням локально 
зосередженими джерелами тепла, розроблено обчислювальні програми. Із використанням цих програм наведено графі-
ки, що відображають поведінку кривих, побудованих із використанням числових значень розподілу температури залеж-
но від просторових координат, коефіцієнта теплопровідності, питомої густини теплового потоку. Отримані числові зна-
чення температури свідчать про відповідність розроблених математичних моделей аналізу теплообмінних процесів у 
пластині з локально зосередженими джерелами тепла, реальному фізичному процесу. Програмні засоби також дають 
змогу аналізувати такого роду середовища, які піддаються локальному нагріванню, щодо їх термостійкості. Як наслідок, 
стає можливим її підвищити і захистити від перегрівання, яке може спричинити руйнування не тільки окремих елемен-
тів, а й усієї конструкції. 
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Вступ / Introduction 
Для сучасного суспільства характерний високий рі-
вень використання електронних пристроїв сучасної тех-
ніки для різноманітних потреб. Їх експлуатують у пев-
них температурних режимах, що приводять до потреби 
забезпечення надійної роботи, зменшення ваги і габари-
тів (мініатюризації), збільшення терміну служби. Внас-
лідок мініатюризації пристроїв та їх елементів у неве-
ликих об'ємах концентруються високі потужності теп-
ловиділення. Причому під час експлуатації мікроелек-
тронні пристрої піддаються впливу як внутрішніх теп-
лових потоків, так і зовнішніх. Тому залишається акту-
альною задача визначення температурних полів та ана-
лізу температурних режимів у окремих елементах та 
вузлах електронних пристроїв, оскільки саме темпера-
тура є вагомим чинником, який істотно впливає на їх 
ефективну роботу. На діаграмі наведено вплив різних 
зовнішніх чинників на надійність роботи мікроелек-
тронних пристроїв (рис. 1). 
 
Рис. 1. Вплив різних зовнішніх чинників на надійність роботи 
мікроелектронних пристроїв / Influence of various external 
factors on the reliability of microelectronic devices 
Результати дослідження свідчать, що кількість від-
мов під час експлуатації мікроелектронних пристроїв 
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тісно пов'язана з рівнем температури. Так, для герма-
нієвих елементів кількість відмов для температури 
140 °С у 7,5 раза є більшою, ніж для температури 20 °С. 
Ще більшою є ця кількість для кремнієвих елементів. 
Температурний рівень в елементах мікроелектронних 
пристроїв може зростати внаслідок підвищення темпе-
ратури довкілля, нагрівання від сусідніх елементів, які 
виділяють тепло, теплової потужності самих елементів 
та пристроїв. 
Тому моделювання процесів поширення тепла у різ-
них конструкціях та їх елементах є важливим напрямом 
теоретичних і практичних досліджень. Відомо, що еле-
менти сучасних електронних пристроїв піддаються впли-
ву внутрішнього нагрівання під час експлуатації. Саме 
тому задачі математичного моделювання процесів, пов'я-
заних із теплоперенесенням, не втрачають актуальності 
і зараз, адже аналіз розв'язків таких задач має велике 
наукове, практичне, а також і економічне значення. 
Експериментальні дослідження полів температури у 
різних конструкціях і, зокрема у мікроелектронних 
пристроях, не завжди дають змогу отримати необхідні 
результати для аналізу теплової поведінки пристрою. 
Варто зазначити також, що у багатьох випадках такі ек-
сперименти є просто неможливими. Тому математичне 
моделювання процесів, пов'язаних із теплообміном, за-
лишається важливим напрямом наукових досліджень. Ва-
гомою особливістю моделювання та аналізу процесу теп-
лопровідності в елементах конструкцій і, зокрема мік-
роелектронних пристроїв, є врахування впливу внут-
рішніх джерел тепла. 
Отже, проблема розроблення нових математичних 
моделей як для однорідних середовищ, так і неоднорід-
них, а також удосконалення уже розроблених матема-
тичних моделей для аналізу процесу теплопровідності 
та теплообміну і надалі актуальна. 
Об'єкт дослідження – теплопровідність у середови-
щах із локальним нагріванням. 
Предмет дослідження – математичні моделі проце-
су теплопровідності та методи визначення аналітичних 
розв'язків відповідних крайових задач для середовищ із 
локальним нагріванням. 
Мета роботи – розроблення математичних моделей 
теплопровідності для пластини, що нагрівається внут-
рішніми джерелами тепла та тепловим потоком, зосере-
дженим на її межовій поверхні, які дають змогу підви-
щити точність визначення температурного поля, що у 
подальшому вплине на ефективність методів проєкту-
вання пристроїв цифрових технологій. 
Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 
● проаналізувати основні літературні джерела у напрямку 
розроблення математичних моделей теплопровідності; 
● навести об'єкт дослідження та його математичні моделі; 
● отримати аналітичні розв'язки крайових задач теплопровід-
ності; 
● розробити алгоритм та програмні засоби його числової ре-
алізації для аналізу температурних режимів у пластині. 
Наукова новизна отриманих результатів досліджен-
ня – вперше розроблено спосіб отримання в замкнутому 
вигляді аналітичні розв'язки крайових задач теплопро-
відності для середовищ з локальним нагріванням. 
Практична значущість результатів дослідження – 
отримані аналітичні розв'язки крайових задач теплопро-
відності для середовища з локальним нагріванням да-
ють змогу розробляти алгоритми та програмні засоби 
їхньої числової реалізації для аналізу температурних 
режимів у окремих конструкційних елементах та вузлах 
цифрових пристроїв для прогнозування їхніх режимів 
роботи, ідентифікування невідомих параметрів та підви-
щення термостійкості, що збільшує їх термін експлу-
атації. 
Аналіз останніх досліджень та публікацій. Визна-
чення температурних режимів як в однорідних, так і в 
неоднорідних конструкціях привертає увагу багатьох 
дослідників [2, 10, 11, 14, 13, 15]. У роботі [3] наведено 
ізотропні пологі тонкі оболонки, що нагріваються внут-
рішніми джерелами тепла, зосередженими у квадраті та 
еліпсі, на межових поверхнях яких відбувається конвек-
тивний теплообмін із навколишнім середовищем [4]. 
Задачу теплопровідності розв'язано за умов, коли тем-
пература навколишнього середовища є сталою, а на 
безмежності прямує до нуля. Теплові джерела з інтен-
сивністю, що дорівнює одиниці, розміщено на середин-
ній поверхні, де вибрано початок системи координат. 
Об'ємну густину джерел нагрівання описано за допомо-
гою двовимірної функції Дірака. Досліджено поведінку 
температурного поля у середовищі та залежність темпе-
ратури від відстані до джерел тепла. 
Розроблено інженерну методику дослідження тепло-
вих режимів у елементах та вузлах конструкцій ра-
діоелектронної апаратури, яка ґрунтується на розв'язан-
ні рівняння теплопровідності для прямокутного парале-
лепіпеда з джерелами тепла такої самої геометричної 
форми. Розроблені модель та алгоритм визначення та 
аналізу теплових режимів в елементах конструкцій – 
стійка, блок, мікросхема електронної апаратури – дають 
змогу отримати значення температури для довільної точ-
ки структури в аналітичному вигляді. Із розв'язку рів-
няння теплопровідності отримано співвідношення для 
визначення ефективної теплопровідності елементів кон-
струкції вздовж основних координатних осей із враху-
ванням максимально заданого їх перегрівання [1]. 
У працях [4, 5, 6] удосконалено наявні та розробле-
но нові підходи до створення математичних моделей 
аналізу теплообміну між кусково-однорідними конструк-
ціями та навколишнім середовищем і методів розв'язу-
вання лінійних і нелінійних крайових задач для куско-
во-однорідних середовищ. Розглянуто дво- та тривимір-
ні моделі, що містять рівняння, коефіцієнти яких є фун-
кціями теплофізичних властивостей фаз і геометричної 
структури. Наведено методи визначення аналітичних та 
аналітично-числових розв'язків крайових задач теплоп-
ровідності. Досліджено та проаналізовано теплообмінні 
процеси в однорідних та шаруватих конструкціях із чу-
жорідними включеннями канонічної форми. 
У роботах [8, 12] наведено загальні рівняння теплоп-
ровідності для неоднорідних середовищ. 
Огляд основних літературних джерел показав, що 
малодослідженими та не розробленими є моделі, які 
враховували б інтенсивні температурні збурення у кон-
струкціях, зумовлені локально зосередженими джерела-
ми тепла. Це приводить до розроблення математичних 
моделей аналізу теплообмінних процесів у елементах 
складних електронних і електромеханічних систем, які 
функціонують у подібних температурних режимах. Ре-
зультати досліджень теплообміну в таких конструкціях 
використовують надалі для проєктування наведених 
систем щодо їх термостійкості. 
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Результати дослідження та їх обговорення / 
Research results and their discussion 
Математична модель 1. Розглянемо ізотропну від-
носно теплофізичних параметрів пластину товщиною 
2δ з теплоізольованими лицевими поверхнями z δ= , 
віднесену до декартової прямокутної системи коорди-
нат ( , , )x y z . Всередині пластини в об'ємі паралелепіпеда 
8V hdδ= діють рівномірно розподілені внутрішні дже-
рела тепла з потужністю 0 ,q const=  На межових повер-
хнях { }1 ( , , ) : ,K x l z x z δ= − < ∞ ≤  та 
{ }2 ( , , ) : ,K x l z x z δ= < ∞ ≤  пластини задано крайові умо-
ви другого роду (рис. 2, a). 
 
Рис. 2. Ізотропна пластина / Isotropic plate: a) із внутрішніми 
джерелами тепла / with internal heat sources; b) під впливом 
теплового потоку / under the influence of heat flow 
У наведеній структурі потрібно визначити розподіл 
температури ( , )t x y  за просторовими координатами, 
який отримуємо, розв'язавши рівняння теплопровіднос-
ті [8, 12] 
 0λ ( )t q S h x−∆ = − −  (1) 
з крайовими умовами 








∂  (2) 
де: λ – коефіцієнт теплопровідності пластини; tc – тем-
пература навколишнього середовища; ( )ζS−  – асимет-




















Застосувавши інтегральне перетворення Фур'є за ко-
ординатою x до рівняння (1) і крайових умов (2), прихо-
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=  (4) 
де ( )yθ  – трансформанта функції θ(x,y), 
ξ1( )   ( , ) ξ;
2




= ∫  ξ  – параметр інтегрального пе-
ретворення Фур'є, 2 1.i =−  
Загальний розв'язок рівняння (3) знайдемо за допо-
могою методу варіації сталих у вигляді 




y y qy c e c e hθ ξ
λ πξ
−= + + , (5) 
де 1 2,c c  – сталі інтегрування. 
Використавши крайову умову (8) для визначення 










= . (6) 
Застосувавши обернене інтегральне перетворення 
Фур'є до співвідношення (6), отримаємо розв'язок зада-





( , ) sin ξ
ξ
q x
x y hdθ ξ
λπ
∞
= ∫ . (7) 
Отже, шукане температурне поле у пластині, зумов-
лене зосередженими внутрішніми джерелами тепла, 
визначено формулою (7), з якої отримуємо значення 
температури в довільний точці наведеної конструкції. 
Математична модель 2. Розглянемо випадок, коли 
геометричні параметри теплоактивного паралелепіпеда 
 ,h δ  є малими порівняно зі шириною пластини 2l. Тому 
рівняння теплопровідності запишемо у вигляді 
 0 ( )qt xδ
λ







δ =  – дельта-функція Дірака; ( )ζS  – симет-
рична одинична функція [14], має такий вигляд: 
 ( )
1, ζ > 0,








Застосувавши інтегральне перетворення Фур'є за ко-













− = − ,  
розв'язок якого із урахуванням крайових умов (4) виз-








=  (9) 
Застосувавши обернене інтегральне перетворення 
Фур'є до співвідношення (9), отримаємо розв'язок зада-











= ∫ ,  
який описує розподіл температури за просторовими ко-
ординатами у пластині. 
Математична модель 3. Розглянемо випадок, коли 
пластину нагрівають тепловим потоком, поверхнева 
густина якого дорівнює 0q const= , зосередженим у пря-
мокутнику площею 4V hδ=  на межовій поверхні 
{ }1 ( , , ) : ,K x l z x z δ= − < ∞ ≤ . На іншій межовій поверхні 
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пластини { }2 ( , , ) : ,K x l z x z δ= < ∞ ≤  задано крайові умо-
ви другого роду (див. рис. 2, b). 
Для визначення розподілу температури t(x, y) за 
просторовими координатами скористаємось рівнянням 
теплопровідності [8, 12] 
 0t∆ =  (10) 
з такими крайовими умовами: 



















Застосувавши інтегральне перетворення Фур'є за ко-
ординатою x до рівняння (10) і крайових умов (11), при-









θ− =  (12) 


















= . (13) 
Загальний розв'язок рівняння (12) знайдемо у вигляді 
 ξ ξ1 2( )
y yy c e c eθ −= + . (14) 
Використавши крайові умови (13) для визначення 
сталих інтегрування, отримаємо розв'язок задачі (12), 













= . (15) 
Застосувавши обернене інтегральне перетворення 
Фур'є до співвідношення (15), отримаємо розв'язок за-
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= ∫ . (16) 
Отже, шукане температурне поле у пластині, зумов-
лене зосередженим тепловим потоком на межовій по-
верхні, визначено виразом (16), з якого отримуємо зна-
чення температури в довільний точці наведеної кон-
струкції. 
Математична модель 4. Розглянемо випадок, коли 
геометричні параметри прямокутника ,h δ , в якому зо-
середжено тепловий потік, є малими порівняно зі шири-
ною пластини 2l. Тому рівняння (10) не зміниться, а 
тільки крайові умови (11), які запишемо у вигляді 


















Застосуємо інтегральне перетворення Фур'є за коор-
динатою x до рівняння (10) та крайових умов (17). Тоді 
отримаємо звичайне диференціальне рівняння (12) і та-
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=  (18) 
Застосувавши обернене інтегральне перетворення 
Фур'є до співвідношення (18), отримаємо розв'язок за-
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= ∫ ,  
який описує розподіл температури за просторовими ко-
ординатами x та у в пластині. 
За формулою (16) проведено обчислення та викона-
но числовий аналіз розподілу температури θ(x,y) у 
пластині для таких вихідних даних: матеріали пластини 
– кремній (λ = 154,7 вт/(м·град)) та германій (λ = 60,8 
вт/(м·град)) за температури t = 27 °С [7]; l = h = 0,01 м. 
Обговорення результатів дослідження. Проілюс-
тровано (рис. 3, a) зміну температури θ(x,y) залежно від 
просторової координати y, заданих значень координати 
x та q0 = 200 вт/м
2, коли матеріалом пластини є кремній. 
Із поведінки кривих видно, що температура, як функція 
координати y, монотонно спадає і досягає максимально-
го значення на межовій поверхні пластини K1, на якій 
зосереджено тепловий потік. 
 
Рис. 3. Залежність температури θ(x,y) від / Dependence of temperature θ(x,y) on: a) координати y для q0 = 200 вт/м
2 і заданих значень 
координати x: крива 1 – x = 0; крива 2 – x = 0,01 / coordinate and given values of coordinate x: curve 1 – x = 0; curve 2 – x = 0.01; b) 
координати x для q0 = 200 вт/м
2 та заданих значень координати y: крива 1 – y = –0,005; крива 2 – y = 0; крива 3 – y = 0,005 / x co-
ordinates and given values of y coordinates: curve 1 – y = –0.005; curve 2 – y = 0; curve 3 – y = 0.005 
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Рис. 4. Залежність температури θ(x,y) від координати y для / Dependence of temperature on the y coordinate for: a) заданих значень 
густини теплового потоку q0: крива 1 – q0 = 400 вт/м
2; крива 2 – q0 = 300 вт/м
2; крива 3 – q0 = 200 вт/м
2 / given values of heat den-
sity current q0: curve 1 – q0 = 400 W/m
2; curve 2 – q0= 300 W/m
2; curve 3 – q0 = 200 W/m
2; b) заданих значень x = 0, q0 = 200 вт/м
2 та 
матеріалів пластини: крива 1 – германій; крива 2 – кремній / given values x = 0, q0 = 200 W/m
2 and materials of the plate: curve 1– 
germanium; curve 2 – silicon 
На рис. 3, б зображено зміну температури θ(x,y) за-
лежно від просторової координати x, заданих значень 
координати y та q0 = 200 вт/м
2. Матеріалом пластини 
вибрано кремній. Із поведінки кривих видно, що темпе-
ратура, як функція координати x, є достатньо гладкою 
та монотонною функцією і досягає максимального зна-
чення в точці (0; –0,005). У разі збільшення за абсолют-
ною величиною значень просторової координати x тем-
пература знижується, що свідчить про адекватність ма-
тематичної моделі реальному фізичному процесу. 
На рис. 4,а зображено зміну температури θ(x,y) за-
лежно від просторової координати y для x = 0 та зада-
них значень густини теплового потоку q0. Із поведінки 
кривих видно, що збільшення інтенсивності нагрівання 
значно впливає на значення температури у пластині 
(матеріалом пластини є кремній). 
На рис. 4,b зображено зміну температури θ(x,y) за-
лежно від просторової координати y для x = 0 і q0 = 200 
вт/м2 для наведених матеріалів пластини. Із поведінки 
кривих видно, що коефіцієнт теплопровідності є важли-
вим параметром, який впливає на температурне поле. 
Збільшення його значення призводить до зменшення 
значень температури в середовищі. 
Висновки / Conclusions 
Із використанням узагальнених функцій та інтег-
рального перетворення Фур'є для пластини, яка під-
дається локальному нагріванню, побудовано аналітичні 
розв'язки крайових задач теплопровідності, диференці-
альні рівняння та крайові умови яких містять праву час-
тину у вигляді розривної та сингулярної функцій. 
Розв'язки подано у вигляді невласних збіжних інтегра-
лів. Розроблено алгоритм і програмні засоби для визна-
чення температурного поля в довільній точці пластини 
з локальним нагріванням. На цій основі отримано чис-
лові значення температурного поля, із використанням 
яких виконано геометричне зображення поведінки роз-
поділу температури залежно від просторових коорди-
нат, інтенсивності нагрівання та теплофізичних пара-
метрів. Наведені математичні моделі дають змогу ана-
лізувати температурні режими у середовищах, які під-
даються локально зосередженим тепловим навантажен-
ням щодо їх термостійкості внаслідок інтенсивного наг-
рівання, а також захистити їх від перегрівання, яке мо-
же спричинити руйнування не тільки окремих елемен-
тів, а й всієї конструкції. 
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V. I. Havrysh, V. Yu. Mayher 
Lviv Polytechnic National University, Lviv, Ukraine 
TEMPERATURE FIELD IN A PLATE WITH LOCAL HEATING 
The paper presents the research of the temperature field in a plate with local heating. In the course of research mathemati-
cal models for the analysis of temperature regimes in an isotropic plate heated by locally concentrated heat sources have been de-
veloped. For this purpose, the heat-active zones of the plate are described using the theory of generalized functions. Given this 
equation of thermal conductivity and boundary conditions contain singular right-hand sides. To solve the boundary value prob-
lems of thermal conductivity containing these equations and boundary conditions on the boundary surfaces of the plate, the integ-
ral Fourier transform was used, and as a result, analytical solutions of the problems in the images were obtained. The inverse in-
tegral Fourier transform was applied to these solutions, which made it possible to obtain the final analytical solutions of the initial 
problems. The obtained analytical solutions are presented in the form of improper convergent integrals. According to Newtons 
method (three eighths), numerical values of these integrals are obtained with a certain accuracy for given values of plate 
thickness, spatial coordinates, specific power of heat sources, thermal conductivity of the structural material of the plate, and the 
width of the heat-active zone. The material of the plate is silicon and germanium. To determine the numerical values of tempera-
ture in the above structure, as well as the analysis of heat transfer processes in the middle of the plate due to heating by locally 
concentrated heat sources, computer programs have been developed. Using these programs, graphs showing the behaviour of cur-
ves constructed using numerical values of temperature distribution depending on spatial coordinates, thermal conductivity, speci-
fic heat flux density are given. The obtained numerical values of temperature testify to the correspondence of the developed mat-
hematical models of the analysis of heat exchange processes in the plate with locally concentrated heat sources to the real physi-
cal process. Software also allows analyzing this kind of environment, which is subject to local heating, in terms of their heat re-
sistance. As a result, it becomes possible to increase it and protect it from overheating, which can cause the destruction not only 
of individual elements, but also of the entire structure. 
Keywords: temperature field; isotropic plate; thermal conductivity; heat-insulated surface; perfect thermal contact, local 
heating. 
